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ÍÀ ÒÐÈÀÍÃÓËßÖÈßÕ
Ðÿä ïðèêëàäíûõ çàäà÷ [1, 3] ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ðåøåíèè
äàííîãî óðàâíåíèÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ãðàäèåíòíîãî ñïóñ-
êà äëÿ ôóíêöèîíàëà ïëîùàäè S(u) ïîÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ñêîðîñòü ñõîäèìî-
ñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñî çíà÷åíèåì êîí-
ñòàíòû â àíàëîãå íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå íà òðèàíãóëÿöèÿõ.
Íàïîìíèì, ÷òî íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå èìååò âèä
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ãäå ôóíêöèÿ u(x) 2 W 12 (
) . Êîíñòàíòà C ó÷àñòâóåò â îïðå-
äåëåíèè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè.
Ïóñòü îáëàñòü 
1 = [a; b]  [c; d] ðàçáèòà íà ïðÿìîóãîëü-
íèêè âèäà [xi; xi+1]  [yj ; yj+1] , ãäå xi = a + in(b   a) , i =
= 0; 1; . . . ; n , yj = c +
j
m(d   c) , j = 0; 1; . . . ;m . Ïîëîæèì
h = b an è  =
d c
m . Ðàçîáüåì êàæäûé èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ
íà äâà òðåóãîëüíèêà äèàãîíàëüþ, ïðîâåäåííîé ñ íèæíåãî ëå-
âîãî óãëà â âåðõíèé ïðàâûé óãîë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé
òî÷êå (xi; yj) , 0 6 i 6 n , 0 6 j 6 m , çàäàíî çíà÷åíèå ñåòî÷-
íîé ôóíêöèè uij . Ðàíåå áûëà äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü àíàëîãà
íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå ñíà÷àëà â ñëó÷àå uij = 0 íà ãðàíèöå îá-
ëàñòè 
1 , à çàòåì è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé.
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Ìû ðàññìàòðèâàåì îáëàñòè áîëåå îáùåãî âèäà.
Ïóñòü îáëàñòü 
2 èìååò ñëåäóþùèé âèä [2] 
2 = f(x; y) :
a 6 x 6 b; '(x) 6 y 6  (x)g , ãäå '(x) è  (x)  çàäàííûå íà
îòðåçêå [a; b] ëèïøèöåâû ôóíêöèè, òî åñòü
 (xt+1)  (xt)xt+1 xt  6 L1
è
'(xt+1) '(xt)xt+1 xt  6 L2 , ãäå L1; L2  const. Ïóñòü a = x0 < x1 <
< . . . < xn = b  ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b] . Ïîëîæèì f (x) =
=  (x) + (1   )'(x) . Ðàçîáüåì îòðåçîê [0; 1] òî÷êàìè 0 =
= 0 < 1 < . . . < m = 1 è â îáëàñòè 
2 ðàññìîòðèì ñåòêó,
çàäàâàåìóþ ñèñòåìîé òî÷åê: A(xi; yj) = (xi; fj (xi)) , i = 0; 1; . . .
. . . ; n , j = 0; 1; . . . ;m .
Ðàçáèâàÿ îäíîé èç äèàãîíàëåé âñå òðàïåöèè âèäà AijAi+1;j
Ai;j+1Ai+1;j+1 , ãäå i = 0; 1; . . . ; n 1 , j = 0; 1; . . . ;m 1 , ïîëó÷èì
òðèàíãóëÿöèþ îáëàñòè 
2 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå
Aij , 0 6 i 6 n , 0 6 j 6 m , çàäàíî çíà÷åíèå ñåòî÷íîé ôóíêöèè
uij .
Òåîðåìà. Â îáëàñòè 
2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
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@x jTkj , ~bkj = @u@y jTkj ,  = max06k6n( (xk)   '(xk)) , C =
= 8max2 [; b  a] max 1;max2(L1; L2) + 12 .
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-
åêò  13-01-97034 ð_ïîâîëæüå_à).
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Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (M;F ) ãëàäêîå ñëîåíèå êîðàçìåð-
íîñòè q íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M , à ÷åðåç XF (M)  ìî-
äóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé (íàä àëãåáðîé ãëàäêèõ ôóíê-
öèé), êàñàòåëüíûõ ê ýòîìó ñëîåíèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëîå-
íèå (M;F ) çàäàíî N -êîöèêëîì fUi; fi; fkijggi;j2J :
Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿç-
íîñòü rN , ÷òî êàæäûé ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì kij ÿâ-
ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëèíåéíûõ ñâçíîñòåé, èíäóöèðîâàííûõ
ñâÿçíîñòüþ rN íà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ fi(Ui \ Uj) è
fj(Ui \ Uj); òî ìû ãîâîðèì, ÷òî (M;F )  ñëîåíèå ñ òðàíñ-
âåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N;rN ) -êîöèêëîì
fUi; fi; fkijggi;j2J .
Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå X 2 X(M) íàçûâàåòñÿ ñëî-
åíûì èëè áàçîâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî Y 2 XF (M) ñêîáêà Ëè
[X;Y ] ïðèíàäëåæèò XF (M) [1].
